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Aufgabe 1:

Was ist ein Erzeugendensystem eines K -Vektorraums V', was ein linear unabhdngiges
System von Vektoren in V' und was ist eine Basis von V7 Wie lautet die Dimensi-
onsformel fiir eine lineare Abbildung f : V — W 7 Antworten Sie jeweils kurz aber
genau.

Aufgabe 2:

Esseien V, W und X K -Vektorrdume und ¥V, W und X Basen in diesen Vektorrdumen.
Ferner seien f:V — W und g: W — X lineare Abbildungen. Zeigen Sie die folgende
Identitat fiir die darstellenden Matrizen:

Agop = Ay - Ay,

Hierbei werden die darstellenden Matrizen jeweils beziiglich der entsprechenden Basen
genommen.

Aufgabe 3:

Es sei A = (a1, as,as3) ein System von Vektoren im R?, gegeben durch

1 1 2
ap = 4 ’ Qg = 3 ’ as = 5
10 7 10

Zeigen Sie, dass A eine Basis des R? ist und bestimmen Sie die Transformationsmatrix
S des Basiswechsels von A nach £ = (e, e, e3), der kanonischen Basis des R?, sowie
die Transformationsmatrix 7" des Basiswechsels von £ nach A.

Aufgabe 4:

Es sei K ein Korper und sei A € M(n, K). Sei weiter
Cy:={BeM(n,K): AB=BA}.

Man zeige:



(a) C}, ist ein Unterraum von M(n, K).
(b) Fiir alle B € M(n, K) gilt: Liegt B in C4, so auch A B.
(c) Die Abbildung Cy — C4, B — A B ist linear.

(d) Fiir n =2 und A:((l) _?)EM(Q,R) gilt OA:{(g 2), a,bER}.

Aufgabe 5:

(a) Berechnen Sie die Inverse der Matrix A € GL(3,C),

A:

N~
O . O
T = )

(b) Seien V,W zwei C-Vektorrdume mit dim(V') = dim(W) = 3. Sei vy, v9, v eine
Basis von V und wq, ws, w3 eine Basis von W . Die lineare Abbildung f : V — W
sei gegeben durch

f(v1) =dwy + 2wy +ws, f(v2) = iwy, f(v3) = 2w +wy +iws.

Zeigen Sie: f ist ein Isomorphismus.

(c) Sei g: W — V die Umkehrabbildung zu f. Geben Sie g(w,), j =1,2,3, an.

Aufgabe 6:

Es sei f:R? — R3? gegeben durch

T r1 +4xy + 323
fl m | =1 —21+ 220+ 23
I3 51’1 + 21’2 + 31’3

Bestimmen Sie

(a) eine Basis von ker(f) und
(b) eine Basis von im(f).

(c) Begriinden Sie, dass es Basen A und B von R? gibt, so dass die darstellende
Matrix beziiglich dieser Basen die Form

O O =
O = O
S O O

hat.



Aufgabe T7:

Es seien
U:={(a,3,8),a,€R} C R

und
W= {(v,6,27),7,0 € R} C R®.

(a) Man zeige, dass U und W Unterrdume von R? sind.

(b) Man bestimme eine Basis von U und eine Basis von U NW.

Aufgabe 8:

Es sei f:R? — R3? gegeben durch

T T
f ) = 2[[‘2
I3 3[[‘3
Man zeige, dass
1 —1 1
A= 3.0 -2 ], 4
1 -1 2

eine Basis von R? ist, und berechne die darstellende Matrix von f beziiglich A und
beziiglich £ (kanonische Basis).

Aufgabe 9:
Es sei K ein Korper, und V' = Rj[z] der Vektorraum aller Polynome p vom Grad
kleiner gleich 3. Wir definieren eine lineare Abbildung

[V =V, plx)—ple+]).

Wiéhlen Sie eine Basis pq,...,ps € V und bestimmen Sie die darstellende Matrix Ay
von f beziiglich dieser Basis. Berechnen Sie dann die Funktion

Xa,(t) :==det(t By — Ay), teR.
Aufgabe 10:

Es seien z,y € K zwei Elemente eines Korpers, und n > 1 eine ganze Zahl. Wir
definieren eine 2n x 2n Matrix A, = (ay;) € M(2n, K) durch

T 1 i=7
0 : sonst.

In Worten: x steht auf der Diagonalen, und y auf der Antidiagonalen. Zeigen Sie durch
Induktion unter Verwendung der Laplace-Entwicklung, dass

det(A,) = (2" —y*)"

gilt.



