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1. Aufgabe (6 Punkte):

Sei V' ein R-Vektorraum mit Basis (vq,v2). Seien f,g,h € hom(V) gegeben durch

f(v1) = vi—wa, f(va) = v1, g(v1) = v, g(va) = vy sowie h(vy) = 2v; und h(vy) = —2vs.

(a) Geben Sie die darstellenden Matrizen von f, g und h beztglich der Basis (vq, v2)
an.

(b) Seien wy; = 3v; — v und wy = vy + ve. Zeigen Sie, dass (wy,ws) eine Basis von V/
ist, und geben Sie die darstellenden Matrizen von f, g und h beziiglich der neuen
Basis (wy,ws) an.

2. Aufgabe (7 Punkte):
Wie in Aufgabe 2, Blatt 7, bezeichne R,,_;[z] den Vektorraum der Polynome in der Vari-
ablen x vom Grad kleiner n € N mit Koeffizienten aus R. Die Abbildung D : R,,_;[z] —
R,,—1[x] sei definiert durch
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fir alle ag, ay,...,a,-1 € R.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung D linear ist, und bestimmen Sie die darstellende
Matrix von D beziiglich der Monome als Basis im Definitions- und im Bildbereich.

(b) Bestimmen Sie im D und ker D.

3. Aufgabe (7 Punkte):

Es sei K ein Korper. Fiir jede Matrix A € M (n, K) mit A = (a;;);j ist TrA=>""  a;

die Spur (englisch: trace) von A. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung Tr : M(n, K) — K ist K-linear.

(b) Im Allgemeinen ist Tr(AB) # Tr A Tr B.

(c) Es gilt Tr(AB) = Tr(BA).

(d) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur (verwenden Sie Teil (c)).

(e) Fiir jedes n > 2 gibt es Matrizen in M (n, K), die die gleiche Spur haben, ohne
ahnlich zu sein.

4. Aufgabe (Prasenz):

Fiir f, g € hom(V, W) definieren wir f ~ g, wenn Isomorphismen ¢ : V' — V und o :
W — W existieren mit oo f = go. Zeigen Sie, dass dadurch eine Aquivalenzrelation
auf hom(V, W) gegeben ist.

Bitte wenden



5. Aufgabe (Prasenz):

Es sei V ein R-Vektorraum mit Basis V = (v, v, v3,v4), W sei ein R-Vektorraum mit
Basis W = (wq, ..., ws). Weiter sei f:V — W eine lineare Abbildung, die durch die
folgende Matrix beziiglich V und W gegeben ist:

3 1 =2 2

-2 =2 7 =3

4 0 3 1

1 3 12 4

0 4 -17 5
Schlieflich seien V' = (v}, ..., v}) mit v] = vy + vo, vy = vy + V3, V; = V3 + Vg, Vy = Uy
und W = (w), ..., wl) mit w] = wy, W) = wy + we, Wy = —wy + w3, Wy = Wy + Wy,

!/
Wy = Wi + Ws.
(a) Zeigen Sie, dass V' eine Basis von V und W’ eine Basis von W ist.

(b) Berechnen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich der Basen V' und W.
Berechnen Sie die darstellende Matrix von f beziiglich V' und W'.

6. Aufgabe (Prasenz):
Es seien f : R* — R? und ¢ : R? — R3 gegeben durch

f(x1, 22, k3, 24) := (x1 + 229 + T3, 21 — T4)

und
g(x1,29) := (21 + xa, X1 — T2, 327).
Sei A = ((1,0,1,0),(1,4,2,2),(1,1,1,1),(2,0,3,0)), B die kanonische Basis des R? und
C =1((1,3,4),(2,0, 1), (1,1,2)).
(a) Zeigen Sie, dass A eine Basis des R* und C eine Basis des R? ist.

(b) Bestimmen Sie go f und die Matrixdarstellungen von f beziiglich der Basen A und
B, von g beziiglich der Basen B und C und von go f beziiglich der Basen A und C.



